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柔性臂约束/非约束模态降维模型精度分析 
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摘要：针对柔性机械臂约束、非约束模态降维的动力学绝对误差问题，可采用有限元法描述柔性变形，并

应用拉格朗日法建立其动力学模型，分别利用约束和非约束模态进行降维，来比对两种降维方法的绝对精度。

仿真结果表明：约束、非约束模态降维模型都具有较高的动力学精度，取相同阶数的非约束模态动力学精度更

高，而约束模态的误差具有随时间累积的特点。 
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0  引言 

随着执行空间任务的多样化，航天器复杂化、

大型化是一个重要的发展方向。在发射能力和发射

成本的约束条件下，需要降低大型航天器的结构质

量，因此采用轻质柔性结构成为现代航天器的一大

重要技术举措[1]。 
柔性机械臂的振动模态是无穷维的，很难且无

须对所有的振动模态进行控制。实际工程中往往根

据任务的要求，只考虑对系统影响较大的若干阶模

态，所以必须进行模态截断即模态降维。 
柔性机械臂振动模态降维方法主要有两种：约

束模态（或称之为部件模态）和非约束模态（或系

统模态）。前者定义为飞行器中心刚体固定，且不

受任何外部干扰的柔性部件无阻尼自由振动解[2]，

这种情况接近于空间机械臂、大型太阳翼等空间机

构地面测试状态。后者定义为飞行器不受外部干扰

情况下获得的无阻尼自由运动解[3]，在这种情况

下，整个结构由于挠性体和刚体的耦合特性，其解

与刚体质量特性和柔性体振动特性都有关[4-6]。 
文献[7]针对挠性航天器的大角度机动柔性附

件的振动抑制问题，应用非约束模态级数法建立了

姿态运动和挠性结构振动解耦的方程来为分力合

成控制器设计提供便利，但是未考虑降维模型的近

似动力学精度问题。 
 
 
 
 

本文针对上述问题，以柔性机械臂为研究对

象，采用有限元法描述其弹性变形，并应用拉格朗

日法建立其动力学方程，来分析约束模态和非约束

模态动力学的绝对误差。 

1  柔性机械臂动力学建模 

1.1  柔性机械臂描述 

柔性机械臂的简化模型如图 1 所示，由刚性电

机转子及连接法兰（A）、柔性臂杆（B）及末端刚

性负载（C）组成。其中， a a a aO - x y z 、 b b b bO - x y z 、

c c c cO - x y z 分别为 A、B 和 C 三构件的固连坐标系，

三者平行； aρ 表示Oa点至 A 构件任意质量微元dm

的矢径； [ ]T(A)T 0 0a ar=r e 表示 Oa点至 Ob点的矢

径，其中 (A)e 表示 A 构件的固连坐标系的基矢，上

角标 T 表示转置； bρ 表示 Ob点至 B 构件任意质量

微元dm的矢径； bδ 表示 B 构件质量微元dm的弹性

变形； ( ) [ ]TA T 0 0b br=r e 表示 Ob点至 B 构件末端

等效几何中心 Oc点的矢径； pδ 表示B构件末端弹性

变形； cρ 表示 Oc点至 C 构件任意质量微元 dm的矢

径； ( ) TA T 0 0θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦θ e& & 表示 A 构件的角速度。 

对系统作如下假设： 
1）系统在水平面内转动，忽略重力、空气阻

力及结构阻尼影响； 
2）臂杆长度远大于其截面尺寸，只考虑其 
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b b bO x z 面内的弯曲振动，忽略关节柔性； 
3） cO 点为 C 构件的质心； 
4）θ&、 bδ 、 pδ 均视为一阶小量，忽略速度项

中两者的向量积。 
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图 1  柔性机械臂简化模型 
Fig. 1  Flexible manipulator model 

1.2  动力学建模 

A、B、C 三构件的质量微元 dm的速度 av 、 bv 、

cv 可表示为 
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其中 ( ) TA T
p p0 0θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦θ e 表示 B 构件末端弹性变

形角。 

系统拉格朗日函数 L为 

T

, ,

1 1d d
2 2 b bb

a b c
L m Vκ κκ

κ =

= ⋅ − ⋅∑ ∫ ∫v v ε σ ，    (2) 

式中： bε 、 bσ 分别表示 B 构件的应变、应力矢量；

dV 表示体积微元。 

将式(1)代入式(2)并应用拉格朗日方程，可得

由系统广义自由度θ 和 d 表征的动力学方程 

T
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式中：J为系统绕 a aO y 轴的转动惯量； I为刚柔耦

合矩阵；M为柔性体质量阵；K为柔性体刚度阵；

d 为 B 构件节点位移列阵；T为控制力矩。前四者

的表达式为 
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式中： a =（ ）yJ a b cκ κ , , 分别为 A、B 和 C 三构件绕 ay  
轴的转动惯量；n为 B 构件有限单元体个数；

e
iP 为

B 构件第 i个单元体的联系矩阵； eM 为 B 构件单

元质量阵； cm 为 C 构件质量； wP 为 B 构件末端弹

性变形联系矩阵； cyJ 为 C 构件绕其 cy 轴的转动惯

量； θP 为 B 构件末端弹性变形角联系矩阵； eK 为

B 构件单元刚度阵； xρ 为 B 构件线密度； ie 为 B

构件第 i个单元体； eN 为 B 构件单元型函数。 

2  动力学降维 

2.1  基于约束模态法的动力学降维 

令中心刚体静止，可得 B 构件约束模态振动

方程为 

c c+ =&&Md Kd 0，             (5) 

其中 cd 表示约束模态下的节点位移列阵。 
令 cj

c c e= k t
k

ωd Φ ，其中 2j -1= ， ckΦ 、 ckω 分别 

表示第 k阶约束模态振型和频率，将其代入式(5)

中，可得约束模态特征方程为 
2
c c c 1, 2, , 2= = Lk k k k nω MΦ KΦ ， 。    (6) 

约束模态振型正交方程为 
T
c c 2

T 2 2
c c c1 c2diag( , , )
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nω ω

Φ MΦ E
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       (7) 

式中： cΦ 为约束模态振型矩阵； 2nE 为2n维单位阵。 

令 c c
1

cN

i i
i

η
=

= ∑d Φ ，其中 ciη 表示第 i阶约束模态坐

标， cN 表示介于 1～ 2n之间的约束模态截断阶数，

将其代入式(3)，并结合式(7)可得约束模态降维后

的动力学方程为 

c

c c
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式中： cH 为 c1 N× 维的模态坐标耦合矩阵，

c ci iH = IΦ ； ( )cc c1 cdiag , ,= L Nω ωω ，为约束模态矩阵；

cη 为约束模态坐标向量，表示为
c

T

c c1 c, ,⎡ ⎤= ⎣ ⎦L Nη ηη 。 

2.2  基于非约束模态法的动力学降维 

令驱动力矩 0T = ，可得系统非约束模态方程

式为 

uu
T
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其中 uθ 、 ud 分别表示非约束模态下的A构件转角和

B构件节点位移列阵。 

(4) 

；



第 3 期                        赵宝山等：柔性臂约束/非约束模态降维模型精度分析                       289
 
令 uj

u u e= k t
k

ωθ Φ 、 uj
u u e= k t

k
ωd D ( u1, 2, ,= Lk N )，

其中 ukD 为第 k阶非约束模态振型， [ ]u ukΦ=Φ 为诱

导振型， ukω 表示第 k阶非约束模态频率， uN 表示

介于1～ 2n之间的非约束模态截断阶数。将它们代

入式(9)中，可得非约束模态特征方程为 

2 T
u u u u u
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k k k k kJ J
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非约束模态振型正交方程为 
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其中 uD 为非约束模态振型矩阵。 
非约束模态求解方程为 

u u u u u
1 1

1u uN N

i i i i
i iJ

θ θ η η
= =

= − =∑ ∑，ID d D ，  (12) 

式中： uθ 表示将B构件视为刚体时的系统转角； uiη

表示第 i阶非约束模态坐标。 

将式(12)代入式(3)并结合式(11)可得非约束模

态动力学方程为 

u
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式中： uH 为 u 1N × 维的模态坐标耦合矩阵，表达

式为
T T

u ui iH = D I ；
u

T

u u1 u, , Nη η⎡ ⎤= ⎣ ⎦Lη 为非约束模态

坐标向量； ( )uu u1 udiag , ,= L Nω ωω 为非约束模态矩阵。 

3  仿真分析 

柔性机械臂系统（见图 1）主要参数如下。 
A 构件的参数：转动惯量 Jay=40 kg·m2

， aO 点

到 Ob点之间的距离 ra=0.5 m。B构件的参数：密度

ρ=100 kg/m3
，外圆直径 Do=0.2 m，内圆直径

Di=0.198 m，臂杆长度 lb=10 m，弹性模量 E=1 GPa。

C 构件的参数：转动惯量 Jcy=2 kg·m2
，质量mc=2 kg。

有限单元体个数 n=10，初始状态为 0。 

3.1  约束/非约束模态频率分析 

由式(6)和式(10)分别求出系统约束、非约束

模态频率，见表 1。表 1 的结果表明：各阶约束模

态频率均小于非约束模态频率，这一点在模态阶

数较低时尤为明显；模态阶数较高时，二者频率

基本相等。 

表 1  约束、非约束模态频率 
Table 1  Frequencies under constraint and unconstraint modes 

模态阶数 约束模态/Hz 非约束模态/Hz 
1 0.327 5 0.922 9 
2 3.401 7 3.402 8 
3 9.145 3 9.396 3 
4 22.424 8 22.427 1 
5 43.255 0 43.325 2 
6 71.286 7 71.289 9 
7 106.618 2 106.654 2 

3.2  绝对误差仿真分析 

利用 Nc=2 的约束模态动力学式(8)、Nu=2 的非

约束模态动力学式 ( 1 3 )和广义自由度动力学            
式(3)，在常值力矩 T=5 N·m 的作用下，分别计算 A
构件转角和 B 构件节点位移列阵，前二者的计算

结果分别与后者做差，来表征降维方程式(8)和 
式(13)的动力学绝对误差。考虑到 B 构件自由度应

由有限元的所有节点位移列阵表征，但一般情况下

末端变形量较大，因此选用 B 构件末端弹性变形

ωp、变形角 θp 以及 A 构件的转角 θ来表征系统绝

对误差，分析结果见图 2～图 5。其中，图 2 为 A
构件转角曲线；图 3 为 A 构件转角误差曲线；图 4
为 B 构件末端弹性变形误差曲线；图 5 为 B 构件

末端弹性变形角误差曲线。 

 

图 2  A 构件转角的变化 
Fig. 2  Angle variation for body A 

 

图 3  A 构件转角误差 
Fig. 3  Angle error of body A 
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图 4  B 构件末端弹性变形误差 
Fig. 4  Terminal deformation error of body B 

 

图 5  B 构件末端弹性变形角误差 
Fig. 5  Terminal deformation angle error of body B 
仿真分析结果表明： 
1）仅取前 2 阶的约束、非约束模态动力学与

广义自由度动力学的 A 构件转角几乎完全一致。 
2）在 8 s 的仿真时间内，约束、非约束模态动

力学在 θ、 pw 和 θp上的绝对误差都很小，因此两

者均可以近似表征广义自由度动力学。 
3）取相同阶数的非约束模态动力学较约束模

态动力学具有更高的动力学精度。此外，约束模态

动力学的绝对误差随时间累积，但非约束模态动力

学绝对误差比较稳定。 

图 6 为取 Nc=5、Nu=3 的约束和非约束模态动

力学 A 构件转角误差曲线，表明约束模态截断阶数

较高时才能得到与非约束模态相近的动力学精度。

图 7 为 Nc=3、仿真步长为 10-3 s 时，约束模态动力

学 B 构件末端弹性变形误差傅里叶分析曲线，绝对

误差由 6 个频率体现，分别与第 1 阶和第 3～6 阶非

约束模态对应（见表 1），其中第 1 阶频率能量最

高，其振幅约为 2.7× 10-3 mm。之所以未出现第 2

阶非约束模态是因为约束和非约束在此两阶模态

上极为相近的缘故；第 6 阶之后的频率较高，常值

力矩 T=5 N·m 激起的振动幅值很小，可忽略不计。 

 

图 6  A 构件转角误差 
Fig. 6  Angle error of body A 

 

图 7  B 构件末端弹性变形误差傅里叶分析 
Fig. 7  FFT analysis of terminal deformation error for body B 

图 8 为 Nu=3 非约束模态动力学 B 构件末端弹

性变形误差的傅里叶分析曲线。绝对误差主要含有

3 个频率，分别与第 4～6 阶的非约束模态对应（见

表 1），其中第 4 阶频率能量最高，其振幅约为

3.5×105 mm。由于非约束各阶模态的相互解耦特

性，其动力学绝对误差由截断模态之后的频率决

定；且考虑到常值力矩 T=5 N·m 所激起的前 6 阶非

约束模态振幅较大，而其后的高阶模态振幅较小，

故而绝对误差由能量较高的第 4阶和第 5阶非约束

模态频率体现。 

 

图 8  B 构件末端弹性变形误差傅里叶分析 
Fig. 8  FFT analysis of terminal deformation error for body B 
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4  结论 

本文采用有限元法描述柔性机械臂的变形，应

用拉格朗日法建立其动力学模型，分别用约束和非

约束模态法对模型降维，仿真分析常值驱动力矩

下两种降维模型的动力学绝对误差。获得主要结

论如下： 
1）取较低维数的约束、非约束模态动力学绝

对误差都很小，因此两者均可以近似表征广义自

由度动力学，为动力学仿真与控制系统设计提供

便利； 
2）相同截断阶数的非约束模态动力学较约束

模态动力学具有更高的动力学精度，约束模态动力

学的绝对误差随时间累积，而非约束模态动力学绝

对误差比较稳定； 
3）约束模态、非约束模态降维模型的绝对误

差都可以非约束模态频率体现出来，原因在于系统

振动是由各阶非约束模态振型叠加而成。 
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Abstract: To study the precision of the constrained and unconstraint mode dimension reduction model for flexible manipulator, 

the finite element method is applied to describe the flexible deformation, the Lagrange method is used to establish the dynamical 
model; and then the dimension is reduced by the constrained and unconstrained mode method; in the end, the absolute errors of the 
two dimensional reduction method are analyzed. The simulation results show that both models have a good performance in the 
precision of dynamics. The unconstraint mode dynamic model has a higher precision when considering the same order, the absolute 
error of the constraint mode model has the nature of accumulation over time. 

Key words: flexible manipulator; finite element method; dynamics equations; constraint modal; unconstraint modal; absolute 
error 

 


