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摘要：力积分法和振型转换法是处理连续体撞振问题的常用方法。虽然作者已在前期提出了相对振

型转换法，进一步扩展了传统振型转换法的适用范围，但尚未对其与力积分法求解结果差异进行深入研

究。文章分别采用力积分法和相对振型转换法对基于工程背景的实际算例进行了数值求解，进而通过一

种差异指标研究了刚度、阻尼对求解结果差异的影响。将上述两种方法与现有实验数据进行对比，结果

表明，刚度增大与阻尼减小均会导致两种方法的分析结果差异增大，尤其当刚度提高到一定程度，即撞

振为刚性撞击时，需要与实验结果对比确定仿真的正确性。对比两种方法数值求解过程可以发现，力积

分法易于数值实现，而相对振型转换法具有计算效率高、收敛性好等优点。 
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Abstract: The force integration method(FIM) and the mode transfer method(MTM) are two kinds of 
frequently-used methods to solve the vibro-impact problem of continuum. In a previous paper, the authors put 
forward the method of the relative mode transfer method(RMTM), and expanded the application scope of MTM, 
but the differences of numerical results obtained from the FIM and the RMTM remain to be explored. With an 
example of practical engineering background, the numerical results are obtained both through the FIM and the 
RMTM. An index for evaluating the difference of the results is proposed, and the effects of the stiffness and the 
damping ratio on the index are discussed. Finally the results are compared with the experimental data from 
literature, and it is indicated that the increase of the stiffness and the damping ratio leads to the increase of the 
difference index. The correctness of the simulation result using the two methods is determined by comparing 
with experimental data when the stiffness is increased to a certain degree which makes the impact become a rigid 
impact. By comparing the numerical process of the two methods, it is shown that FIM is more convenient to 
obtain the results but RMTM enjoys a better convergence and a higher calculation efficiency. 
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0  引言 

带阻挡的连续体振动研究在许多领域都受到

关注，如原子力显微镜测量件的振动[1]、核反应堆

管道振动[2]、机械齿轮接触问题[3]等。此类问题常

简化为端点带阻挡或两端固支中间带阻挡的梁振

动问题，研究的关键是在完整的振动周期中对梁的

碰撞过程进行建模。金栋平等认为以往的研究方法

可以分为“间断分析”和“连续分析”[4]，其中恢

复系数法（coefficient of restitution, CoR）忽略碰撞

过程时间，属于“间断分析”，该法适用广泛但在

碰撞系数的取值上存在争议[5]。最近，Vyasarayani
提出了一种能量连续的、可用于连续体的改进 CoR
方法[6]。考虑碰撞过程时间的分析方法属于“连续

分析”，包含如下两类[7]。 
1）力积分法（force integration method, FIM）：

将接触分离的过程体现在外力上。该法视阻挡为刚

度很大的弹簧，当连续体与阻挡接触时，将阻挡力

体现在振动方程中。应用该方法对撞振问题进行研

究的文献有[8-10]。也有观点认为 CoR 法本质上也

是一种力积分方法，因其并没有改变接触前后方程

采用的振型[11]。 
2）振型转换法（mode transfer method, MTM）：

将接触分离的过程体现在振型切换上。以端点带限

制的悬臂梁为例，接触前系统采用悬臂梁振型，接

触后采用带限制梁振型。应用该方法对撞振问题进行

研究的文献有[12-14]。经典的振型转换法只能处理

边界条件较为简单的、碰撞前后为线性的系统[11]。

卫洪涛等在对其进行改进的基础上，提出了相对振

型转换法（relative mode transfer method, RMTM），

拓展了振型转换法的适用范围[15]。 
利用 FIM 和 MTM 研究实际问题时，需要进

行适当的模态截断。若采用单模态近似，并不能充

分反映复杂系统的动力学特性；而采用多模态近似

必然会耗费巨大的计算量，并带来收敛困难等诸多

问题；尤其是当阻挡刚度足够大，系统撞击为刚性

时，FIM 和 MTM 求解时均要采用非常小的积分步

长系统才能收敛，并得到差异较大的结果。前人对

上述方法的优劣有一些定性的描述，如：Tsai 最早

对这两种方法进行了划分[7]，并对力积分法与振型

转换法进行了初步对比，认为当阻挡刚度较大时，

振型转换法具有收敛速度上的优越性；文献[16]认
为 CoR 法在研究撞击时间短、表面硬的情况时适

用，而力积分法能更精确描述实际的撞振过程；文

献[17]分析了力积分法与 CoR 法在研究“软碰

撞”及“硬碰撞”时的适用性问题，认为对于非刚

性碰撞，CoR 法由于忽略了撞击接触的时间，会得

到错误的结果；文献[18]认为 CoR 法将撞击接触时

间设定为无限小是“存疑”的，同时该法会给接触

过程的响应结果引入高频颤振，与之相比，力积分

法更正确；文献[19]认为 CoR 法对实际撞振能量的

耗散只是大致近似；文献[20]认为力积分法适合

“柔性”阻挡情况，当发生刚性撞击时，力积分法

仿真时间会增大。但是目前并没有上述两种方法与

相对振型转换法的系统性对比研究。 
本文分别利用力积分法与相对振型转换法对

一种悬臂梁撞振模型进行研究，讨论参数对响应的

影响，分析不同参数设置下，两种方法的计算效率，

对比不同方法得到的结果与实验数据的差异。 

1    研究方法描述 

本文的研究对象如图 1 所示，悬臂梁端点有间

隙大小为 ∆的阻挡，将其近似为线性弹簧，系统固

支端带有底座运动 w0(t)。 

 

图 1  悬臂梁撞振模型 
Fig. 1  Cantilever vibro-impact model 

首先对梁在无撞振情况下进行建模，有 

0( , ) ( , ) - ( )Aw x t EIw x t Aw tρ ρ′′′′+ =&& && , w(L,t)＜∆， (1) 
式中：ρ为梁密度；A 为梁横截面积；E 为弹性模

量；I 为惯性矩。此时边界条件为 

w(0, t)=0, w′(0, t)=0, w′′(L, t)=0, w′′′(L, t)=0。  (2) 
梁上任意一点的位移可表示为模态叠加的形

式，即 

1
( , ) ( ) ( )n n

n
w x t a t xϕ

∞

=

= ∑ ，           (3) 

式中：φn(x)为第 n 阶振型函数；a(t)为模态坐标。

将式(3)代入式(2)，有 
φ(0)=0, φ′(0)=0, φ′′(L)=0, φ′′′(L)=0。    (4) 
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将振型函数写成如下形式： 
φ(x)=Asin(kx)+Bcos(kx)+Csinh(kx)+Dcosh(kx)。(5) 

将式(4)代入式(5)，令 A=1，可得第 n 阶振型函数

φn(x)的表达式为 
φn(x)=cosh(knx)-cos(knx)-λn[sinh(knx)-sin(knx)]，(6) 

式中
cos( ) cosh( )
sin( ) sinh( )

n n
n

n n

k L k L
k L k L

λ
+

=
+

。     

由模态振型的正交性： 

0
d

0
L j

i jA
m i j

x
i j

ρ ϕ ϕ
=⎧⎪= ⎨
≠⎪⎩

∫ ，        (7) 

2

0
d

0

ω
ϕϕ

⎧ =⎪′′′′ = ⎨
≠⎪⎩

∫
L j j

i jEI
m i j

x
i j

。       (8) 

将式(3)代入式(1)，方程两边同乘以 φn 后在[0, L]
上进行积分，得到 N 阶离散偏微分方程组为 

2
0( ) ( ) ( )n n n na t t b wa tω+ =&& && ， n=1, 2, …, N， (9) 

式中： 00
- ( )d

L
n nAb W x xρ ϕ= ∫ ；令基础激励为正弦 

形式，则 0 0 e( ) sin( )w t W f t=&& 。方程组(9)中各方程的

初值为： 

00
(0) ( )d

L
n na w x xϕ= ∫ ， 00

(0) ( )d
L

n na w x xϕ= ∫& & 。(10) 

这样可以求出无接触情况下系统方程的精确解析解。 

1.1  相对振型转换法 

在一个振动周期中，假设系统从静止开始振

动，t0 时刻为初始时刻，梁上任意一点横向位移可

以表达为 w(x, t)=w1(x, t)。令 t1 时刻开始，端点位移

大于间隙，系统将受到端点阻挡的反力作用，边界

条件发生了变化，从而使得梁的振型也发生改变，

此时梁上任意点的横向位移可看作边界条件转换

前的位移叠加转换后的位移，即 w(x, t)=w1(x, t1)+ 
w2(x, t)。由此类推至系统边界条件改变的 ti 时刻，

梁上任意点的横向位移为 
1

1
( , ) ( , ) ( , )

i

j j i
j

w x t w x t w x t
−

=

= +∑ ，      (11) 

其中 

1
( , ) ( ) ( )i ni ni

n
w x t a t xϕ

∞

=

=∑ ，         (12) 

式中 φni(x)为 ti-1～ti 时间此边界条件下梁的第 n 阶

振型；ani(t)为相应的模态坐标。将式(11)代入梁的

振动方程中，可得 ti-1～ti 时刻梁的运动方程为 

1

0
1

( , ) ( , ) - ( , )( )
i

i i j j
j

Aw x t EIw x t Aw EI w x ttρ ρ
−

=

′′′′ ′′′′+ = − ∑&& && 。(13) 

    将式(12)代入式(13)，利用振型的正交性，可

得离散后的 N 阶偏微分方程为 

1
2

0
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
i N

r
j j j j nj nr r

r n
a t t b wa t h a tω

−

= =

+ = +∑∑&& && ， 

j=1, 2, …, N，              (14) 
式中：t r 为边界条件发生改变的时刻点； r

njh =
 

0
2

0

( ) ( )d
-

( )d

L
nr j

L
jρA

EI x x x

x x

ϕ ϕ

ϕ

′′′′∫
∫

，
0

2
0

( )d
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L
j
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j

b
x x

x x

ϕ

ϕ
= ∫
∫

。状态转换 

时，振动方程的初值为 ( , ) 0i iw x t+ = ，从而各阶模

态 位 移 的 初 值 也 为 0 ， 模 态 速 度 有
-( , ) ( , )i i i iw x t w x t+ =& & ，这样有第 n 阶模态速度的表达

式为 

-
1 10

1
2

0

( ) ( ) ( )d
( , )

( )d

L
Pi i Pi ni

P
ni i L

ni

a t x x x
a x t

x x

ϕ ϕ

ϕ

∞

− −
+ ==

∑ ∫

∫

&

& ， (15) 

式中：φPi-1(x)=0 表示 -
it 时刻系统第 P 阶模态振型；

-
1( )Pi ia t−& 为相应的模态速度。 
相对振型转换法与经典振型转换法[7]最大的

区别在于，对撞击前后系统任意点的位移表达不

同。相对振型转换法的基本思想是：在每次发生振

型转换时，将当前连续体系统的“形态”记录下来，

引入“相对”的概念，转换后系统的振动看作是相

对于转换前形态的“增量”运动，这也是相对振型

转换法命名的由来。运用这一思想即得到系统位移

的表达式(11)。而经典振型转换法仅仅是记录转换

前后的各阶模态位移，在下次转换时代入上次转换

前的记录值进行处理。以图 1 所示系统为例，假设

t1 时刻系统从悬臂梁状态转换为受限梁状态，t2 时

刻系统从受限梁状态转换回悬臂梁状态。用相对振

型转换法研究时，系统状态转换前后的位移表达式

用式(11)表达。而用经典的振型转换法研究时，首

先记录 -
1t 时刻各阶模态位移 -

1( )ja t ， +
1t 时刻系统转

换到新的运动状态，各阶模态位移初值置 0，有 
+
1( ) 0ja t = ，j=1, 2, …, N。         (16) 

当 t2时刻系统重新由受限运动状态进入悬臂梁状态 
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时，将上次状态转换前记录的各阶模态位移值回代，
-

2 1( ) ( )j ja t a t+ = ，j=1, 2, …, N。       (17) 

上述经典振型转换法步骤对于更复杂的边界条件

改变，如迟滞非线性边界条件以及可以离散为分段

线性的边界条件问题，将不再适用，但是相对振型

转换法仍然可以进行求解[15]。 

1.2  力积分法 

系统的运动方程有： 

con
1

( , ) ( , ) ( )
m

n

Aw EIw F x t V x t x lρ δ
=

′′′′+ = + −∑&& ，(18) 

其中：δ(x-l)为狄拉克函数；Vcon(x, t)为接触力，即 

con

0 ( , )
( , )

( ( , ) ) ( , )
≤
>
∆

∆ ∆
⎧

= ⎨ −⎩

w l t
V x t

k w l t w l t
，  (19) 

式中 k 为阻挡刚度。利用伽辽金法对式(19)进行离

散，令其解为 

1
( , ) ( ) ( )

N

n n
n

w x t a t xϕ
=

=∑ ，         (20) 

其中 φn(x)取悬臂梁振型。代入系统参数，利用数

值方法进行求解，即可得到梁上任意点的响应。 

2  数值仿真 

算例参数如表 1 所示，采用数值仿真求梁端点

的时程响应。由于不同的方法得到的结果差异对阻

挡刚度 k 以及阻尼比 ξ最敏感，因此本文研究在这

2 种参数不同的情况下应用 FIM 和 RMTM 得到的

结果的差异。 

文献[21]定义了参数 k* = k/(3EI/L3)，当 k*分别

为 5、5000 时系统分别处于“软碰撞”及“硬碰

撞”状态。本文分别考虑 k*=0.13～13 000 时研究

结果的不同，如图 2，其中 y=0 线表示阻挡位置。 
表 1  系统参数 

Table 1  System parameters 

参数 参数值 
密度 ρA/(kg·m-1) 0.464 9 
长度 L/m 0.258 0 
截面面积 A/m2 5.960×10-5 
旋转惯量 I/(kg·m2) 1.986 7×10-11 
模量 E/(N·m-2) 2.1×1011 
间隙尺寸 ∆/m 0 
阻尼比 ξ 0.01 
驱动频率 w/(rad·s-1) 70 

 
(a)  k* =0.13（k=1×102 N/m） 

 
(b)  k* =130（k=1×105 N/m） 

 
(c)  k* =13 000（k=1×107 N/m） 

图 2  不同刚度下两种方法得到的端点位移时程（ξ=0.01） 
Fig. 2  Time series of displacement at the beam end calculated  
       with different stiffnesses using the two methods(ξ=0.01) 

从图 2 中可以看出：随着阻挡刚度的逐渐增大，

梁端点在与阻挡碰撞后，与阻挡“黏”在一起运动

的时间逐渐缩短，即梁端点位移为负值的时间逐渐

缩短；当阻挡刚度较小时，两种方法得到的时程响

应差别较小，随着阻挡刚度的增大，时程响应差异

逐渐增大。因此需要调整阻尼大小并与实验结果对

比来确定结果的正确性。 
为了定量分析阻挡刚度对 FIM 及 RMTM 仿真

结果差异的影响，针对上面算例，设置仿真步长

1×10-7，取前 0.2 s 的数据点，分别记为 Xi、Yi，令

两 种 方法计 算 的差值 的 加权平 均 值
1δ = ⋅
n

 

1=

−
+∑

n
i i

i ii

X Y
X Y

作为差异指标，计算结果如表 2所示。 

可以看出，差异指标随着刚度的提高而逐渐增大，

但并不是线性增大。从阻尼比 ξ=0.01 得到的结果看，

差异指标增加分为3个阶段：刚度k≤1×102 N/m时，

差异指标较小，都是 1 0 - 3 量级；当刚度 1 × 
103 N/m≤k≤1×105 N/m 时，指标增大到 10-1量级；当

刚度 k≥1×106 N/m，即系统处于“硬碰撞”状态时， 
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两种方法之间的差异急剧增大到≥0.4，这从图 2(c)
中也可以看出，两个曲线之间已经有了较大的偏差。

哪种方法更精确需要与实验数据进行对比确定。 
表 2  刚度及阻尼对结果影响差异指标 

Table 2  Different indexes with different stiffnesses and damping ratios 
刚度 k/(N·m-1) δ（ξ=0.01） δ（ξ=0.05）

1.0×10 0.001 0 0.001 9 
1.0×102 0.006 6 0.012 8 
1.0×103 0.017 5 0.082 7 
1.0×104 0.173 2 0.071 2 
1.0×105 0.119 2 0.101 3 
1.0×106 0.434 3 0.195 8 
1.0×107 0.442 6 0.258 6 

研究阻尼对结果差异的影响，有 ξ=0.05 时端

点时程响应如图 3。可以从表 2 看出，此时差异指

标增大同样可以分为 3 个阶段，可见阻尼增大并没

有改变结果差异随刚度增大而增大的趋势。 

 
(a)  k* =13（k=1×104 N/m） 

 
(b)  k* =1300（k=1×106 N/m） 

图 3  不同刚度两种方法得到的端点位移时程（ξ=0.05） 
Fig. 3  Time series of displacement at the beam end calculated  
       with different stiffnesses using the two methods (ξ=0.05) 

但是，在大阻尼条件下，阻挡刚度相同时不同方

法得到的结果差异减小，见图 4。值得注意的是，有

如图 4 中 ξ=0.01、k=1×103 N/m 的点，让整条差异

曲线比较曲折，其原因是统计取点时，取结果相差

较大的点较多，导致差异指标值较前后点相差较大。 

 
图 4  不同阻尼对两种方法差异指标影响 

Fig. 4  Different indexes with different damping ratios 

为了对比两种方法的计算效率，利用 MatLab/m
文件进行编程实现，均采用 4 阶龙格库塔法；精简

程序，排除由于编程引入的差异，其中：1）利用不

同方法进行仿真时，循环均采用 MatLab 标准循环

命令，并且尽量减少循环，同时认为最后不可避免

的循环语句是不同方法必然要承担的开销；2）两种

方法都没有进行矢量化编程处理；3）两种方法进行

编程时，都对循环时数组大小会改变的量进行了预

分配内存。不同刚度及阻尼情况下，系统仿真 0.2 s
真实过程需要的时间开销，步长取 1×10-7，结果见

表 3。不同硬件配置的机器用时会与表中时间不同。 
表 3  两种方法仿真时间对比 

Table 3  Time taken with two methods 

刚度 k/(N·m-1)
仿真用时（FIM/RMTM）/s 
ξ=0.01 ξ=0.05 

1.0×10 727.4/706.4 773.2/721.1 
1.0×102 752.9/704.4 786.1/721.7 
1.0×103 798.1/707.9 849.7/728.2 
1.0×104 853.2/710.1 864.7/723.2 
1.0×105 905.1/699.7 939.9/720.2 
1.0×106 945.8/707.8 966.0/726.5 
1.0×107 971.8/721.7 982.7/730.9 

从表 3 可以看出：相同的参数设置，力积分法

用时多，意味着相对振型转换法的计算效率高；力

积分法用时会随着阻挡刚度增加而增大，而相对振

型转换法用时基本相同。这是由于当刚度较大时，

力积分法的方程中引入了较大的积分常量，导致利

用 4 阶龙格库塔法求解每一步步长耗时比小刚度

时要大。还可以看出，当阻尼增大时，两种方法用

时均随之增加。 

3  实验结果对比 

采用与文献[22]中相同的参数设置，为了简便

这里取均质规则梁。分别应用 FIM 和 RMTM 求端

点的时程响应，并与文献中实验数据对比，结果见

图 5。图中，下部的余弦曲线（u）是底座位移曲

线，而上部的曲线（y）是梁端点相对于底座的位

移响应。仿真时，为了快速达到稳态，统一采用较

大的阻尼比 ξ=0.05。 
由于设置了均质规则梁，而文献中梁端点带有

半球形质量块，因此同样的激励频率下，图 5(b)、
(c)与图 5(a)相比，波峰形态略有不同，而波峰峰值

以及撞击发生于激励力曲线的相位相近。同时可以 
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看到，图 5(b)与(c)相似度较高，两种方法得到的时

程响应基本类似。需要注意的是，力积分法得到的

结果中，梁端点与底座接触时不会“黏滞”在一

起，如图 5(b)表现出“颤振”形态；而相对振型转

换法则表现出“黏滞”在一起振动的形态，后者更

贴近实际[18]。 

 
(a)  实验验证的位移响应 fe=33.6 Hz 

 
(b)  FIM 位移响应 fe=33.6 Hz，ξ=0.05 

 
(c)  RMTM 位移响应 fe=33.6 Hz，ξ=0.05 

图 5  两种方法得到的端点位移时程与实验数据对比 
Fig. 5  Time series of displacement at the beam end using  

   FIM and RMTM compared with the test data 

4  结论 

1）刚度对 FIM 和 RMTM 的结果差异有较大

影响，且随着刚度的增大，结果差异也会随之增大。

当阻挡刚度较大，即系统处于“硬碰撞”时，两种

方法产生较大的差异，需要与实验数据对比以确定

得到结果的正确性。 
2）阻尼对两种方法求解结果的差异影响不可

忽略，阻尼增大能显著降低结果差异，但是增大阻

尼并不会改变差异随刚度增大而增大的趋势。 
3）仿真时，采用相同的仿真环境及参数设置，

力积分法用时较长，即力积分法的计算效率较低。 
4）大刚度时，相对振型转换法得到的端点与

阻挡接触时的时程响应与实际情况更一致，即相对

振型转换法更贴近实际。 
综上，力积分法不需要计算额外的复杂边界条

件下的振型，对于复杂问题有操作便利性；但是相

对振型转换法具有更好的收敛性和计算效率。大刚

度条件下相对振型转换法得到的结果更贴近实际。

同时发现，大刚度时，阻尼对仿真收敛以及两种方

法得到的时程响应差异的影响较大，仍需要与实验

结果相类比以确定哪种方法能更好地描述撞振过

程，这是下一步要做的工作。 
端点带阻挡的悬臂梁所代表的这一类撞振问

题具有广泛的工程背景，对于航天领域，在研究非

线性连接对航天器动力学响应影响时，连接带间隙

的结构振动问题可以归类为撞振问题。在研究此类

问题时，基于振型转换的方法和力积分法是两类常

用的方法，以往的工作对两种方法的认识局限于定

性，本文得到的结论弥补了以往工作的空白。 
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